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れている (例えば [2_{\grave{\ovalbox{\tt\small REJECT}}}3] など)。これまでに開発された音響材料のトポロジー最適化においては、最適化アルゴ
リズムにおいて必要となる偏微分方程式の境界値問題の求解に有限要素法 (FEM) を用いるものがほとんどで
ある。音響問題などの波動問題はしばしば無限遠を含む領域において定義されることから、その解法として









 \mathbb{R}^{2}=\overline{\Omega_{\Gamma}\cup\Omega_{S}} を考える。ここに、  \Omega_{S}. は弾性体が満たされた有限の人きさの領域、  \Omega_{F} は圧縮性非粘性流体
が満たされた領域で無限遠を含む。以降、本論文では平面ひずみ状態を仮定して数式を記述する。入射音波
 p^{in} が弾性体により散乱される問題を考える。このとき、  \Omega_{\Gamma} における全音圧  p 及び  \Omega_{S} における変位  u は以
下の連成境界値問題に支配される。
 p_{jj}(x)+k_{F}^{2}p(x)=0 x\in\Omega_{\Gamma} (1)
 \sigma_{ji,j}(x)+\rho_{S}\omega^{2}u_{i}(x)=0 x\in\Omega_{S} (2)
 t_{i}(x)+p(x)n_{i}(x)=0 x\in S:=\overline{\partial\Omega_{\Gamma}
\cap\partial\Omega_{S}} (3)
 q(x) := \frac{\partial p(x)}{\partial n(x)}=\rho_{\Gamma}\omega^{2}u_{i}(x)
n_{i}(x) x\in S (4)
Radiation condition for  p(x)-p^{i}\Pi(x) as  |x|arrow\infty (5)




ここに、  \lambda 、  \mu はLalné 定数、  \delta_{ij} は Krollecker のデルタである。La‐nlé 定数と Young 率  E、Poisson 比  \nu と
の問には次の関係がある。
  \lambda=\frac{E\nu}{(1+\nu)(1-2\nu)}, \mu=\frac{E}{2(1+\nu)} (7)
 t_{i}(x)=\sigma ji(x)n_{j}(x) は表面力、  n_{i}(x) は  x\in S における  \Omega-s の外向き単位法線である。また、  \rho_{\Gamma} 、  \rho_{S} は各々
 \Omega_{F} に満たされた圧縮性非粘性流体、  \Omega_{S} に満たされた弾性体の密度である。さらに、流体領域における波数は
 k_{F}=\omega\sqrt{\rho_{\Gamma}}/\Lambda_{\Gamma} と表される。ここに、  A_{\Gamma} は流体の体積弾性率である。なお、本論文では  \Omega_{F} 、  \Omega_{S} ともに均
質な材料を仮定する。すなわち、すべての材料乗数は定数である。また、  \omega は角周波数であり、種々の物理量
の時間依存は  e^{-i\omega t} であると仮定する。
また、粘弾性体を取り扱う際には、その材料定数のうち  Y_{oUll}g 率  E、Lalllé 定数  \lambda 、  \{L を複素数とすればよ
い。このことは以下のようにして理解することができる: 簡単のため一次元問題を考える。ここで取り扱う時
間調和な系に対し、応力  \sigma、ひずみ  \varepsilon の間には Hooke の法則が成り立つが、材料の粘性により、ひずみは応
力に対して時間遅れを伴って変化する。すなわち Hooke の法則は  \sigma e^{-i\omega t}=E\varepsilon e^{-i(\omega t+\delta)} と書ける (ここに、
 \delta>0 は位相遅れ)。したがって、見かけの弾性率を  Ee^{-i\delta} (その虚部は負である) とすることで粘弾性体を模
擬することができる。なお、Young 率の実部、虚部を各々、貯蔵弾性率、損失弾性率と呼ぶことがある。一方
でPoisson 比は通常実数であるから、(7) より、  Lalne\ovalbox{\tt\small REJECT} 定数の虚部も負とすればよい。さらには、  E 、  \lambda 、  \mu の
偏角はすべて等しいことも分かる [4] 。粘弾性体における縦波、横波の波数 (本論文では各々、枇、厨と書く)
の計算には複素数  \lambda+2_{l^{l}} 、  \mu の (逆数の) 平方根を計算する必要があるため注意を要するが、極限吸収原理 [5]
より、以下を選ぶのが正しい。
 k_{L}=\omega\sqrt{\frac{\rho s}{|\lambda+2\mu|}}e^{\frac{i\theta}{2}}, k_{T}=
\omega\sqrt{\frac{\rho s}{|\mu|}}e^{\frac{\dot{{\imath}}\theta}{2}} (8)
ここに、  \theta= −a‐rg  (E)>0 である。損失弾性率は材料試験により求める必要があるが、音響問題においては
貯蔵弾性率の0.1倍から2倍程度 [6] 、地盤工学では0.01倍から0.03倍程度 [7] であることが一般的なようで
ある。
2.2 境界要素法
未知量として変位  p と音圧  u を選ぶと、境界値問題 (1)  -(5) と等価な境界積分方程式  (x\in S) は以下のよ
うである (法線  n の向きに注意する)。









  \Gamma_{Iij}(x-y)=C_{k\ell m}j\frac{\partial\Gamma_{ik}(x-y)}{\partial y\ell}
n_{m}(y) (12)
ここに、  H_{n}^{(1)} は  7Z 次の第1種Hankel 関数である。
本研究では、(9) 、(10) を選点法.一定要素を用いて離散化し、次の代数方程式を得る。









ここに、I  \in \mathbb{C}^{N\cross N} は単位行列、  S_{1}\in \mathbb{C}^{N\cross N} 等は ij 成分  [S_{1}]_{ij} が次で定義される行列である  (N は境界要
素数)。
 [ S_{k}]_{ij}=\int_{S_{j}}G(x^{i}-y)n_{k}(y)dS(y) (  k= ı, 2) (14)
 [ D]_{ij}=\int_{S}.'\frac{\partial G(x^{i}-y)}{\partial n(y)}dS(y) (15)
 [ U_{k}]_{ij}=\sum_{\ell=1}^{2}\int_{S}.)ノ  \Gamma_{kp}(x^{i}-y)n_{\ell}(y)dS(y)  (k=1, 2) (16)
 [ T_{k\cdot p}]_{ij}=\int_{S;}\Gamma_{Ik\cdot p}(x^{i}-y)dS(y) (  k=1 , 2 alld  \ell=1 , 2) (17)
ここに、  x^{j} は  j 番選点、Sj は  j 番境界要素である  (j=1 N)。また、  p 、  u_{k}(k=1, 2) 、  p^{in}\in \mathbb{C}^{N} は
各々、  j 番選点における音圧、変位の第  k. 成分、入射音圧を第  j 成分に持つベクトルである。なお、境界積分
方程式 (9) は実部が零であるような  \omega に対してさえも非自明解を持つことがある (見かけの固有値問題)。そ
こで、本研究では  Burt_{ol1}‐AIiller法[8] を用いてこれを回避する。以降、(13) に現れる係数行列、解ベクトル、
右辺ベクトルを各々  A(\omega) 、  z 、  b と書く。
(13) を解いて得られた音圧と変位の境界値を解の積分表現
p(」x)  =p^{i} \Pi-\rho_{\Gamma}\omega^{2}\int_{S}G(x-y)u_{\ell}(y)n_{\ell^{\lambda}}
(y)dS(y)+\int_{S}\frac{\partial G(x-y)}{\partial n(y)}p(y)dS(y)  x\in\Omega_{\Gamma} (18)
 u_{?} \cdot(x)=-\int_{S}\Gamma_{\dot{2}.j}(x-y)p(y)n_{j}(y)dS(y)-\int_{S}
\Gamma_{Iij}(x-y)n_{j}(y)dS(y) x\in\Omega_{S} (19)
に代入することで  \forall x\in f)_{\Gamma} における音圧、  \forall x\in\Omega_{S} における変位を求めることができる。さらに、  \forall x\in\Omega_{\Gamma}
における音圧勾配や  \forall x\in\Omega_{S} における応力等が必要な場合には (18) 、(19) を  x で偏微分した積分表現を用い
ればよい。
2.3 境界要素法の高速化
後述のトポロジー最適化の実行においては、複雑な形状に対して境界値問題 (1)  -(5) に対応する代数方程式
(13) を解くことになるため、そのサイズ  N は大規模になると考えられる。しかしながら、その係数行列  A(\omega)
9は非対称の密行列であるため、係数行列の生成には  \mathcal{O}(N^{2}) 、代数方程式の求解には  \mathcal{O}(N^{2}) (反復解法を用い
た場合)、  \mathcal{O}(N^{3}) (直接解法を用いた場合) の計算量が必要となり、何らかの方法でこれを加速することは必
須である。また、後に見るようにトポロジー導関数の計算においては順解析 随伴解析に対応して、係数行列
が共通である2つの代数方程式を解くことになる。したがって、通常なされるように多重極法 [9, 10] によっ
て行列ベクトル積を加速した反復解法を用いるのでなく、代数方程式の求解に直接解法を用いることが望ま
しい。
この目的のため、本研究では  \mathcal{H} 行列法 [11] を用いる。  \mathcal{H} 行列法では、対象とする境界形状  \Gamma の持つ幾何的
な情報のみを用いて係数行列を階層的に小さい部分行列に分割し、遠方からの影響を表す部分行列(adlnissible
blÚck と呼ばれる) を低ランク近似することで係数行列の記憶容量を  \mathcal{O}(N) 程度とできる。また、 ‐旦行列の
成分をすべて計算した後にこれを低ランク近似するのではなく、  a_{\ovalbox{\tt\small REJECT}}daptive cross  a-pproxi_{1}nation (ACA) を用
いることにより、行列のすべての成分を計算することなくその低ランク近似を構成することができる。行列の
生成にかかる計算量も典型的には  \mathcal{O}(N) 程度である。さらに、このようにして構成した行列 (  \mathcal{H}‐lnatrix) に対
して、LU 分解を含む各種線形代数演算が高速に (すなわち  \mathcal{O}(N) 程度の計算量で) 実行可能である。
3 トポロジー最適化
3.1 トポロジー最適化問題の定義
ここでは、境界値問題 (1)  -(5) を制約条件とし、予め設定した有限の大きさの設計領域  D において、次の目
的汎関数  J を最適化する弾性体領域  \Omega_{S}\subset D を求める問題を考える。
 J= \sum_{m=I}^{M}f(x_{?n}^{obs})+\int_{P}g(p(x), q(x))dS(x) (20)
ここに、  x_{m}^{obs} は観測点、  f 、  g は適当な汎関数である。
3.2 トポロジー導関数
本節では本稿で提案するトポロジー最適化法においてもっとも重要な役割を果たすトポロジー導関数
[12, 13, 14, 15 , 16] の導出を行う。トポロジー導関数とは、点  x においてトポロジー変化が生じた際の目的汎
関数  J の変動の指標となる関数である。本稿では、生じるトポロジー変化を半径  \varepsilon の微小円形領域  \Omega , の発生
によるものと仮定する。点  x においてトポロジーが変化した時の目的汎関数の変分  \delta J(x) の  \varepsilonarrow 0 における
漸近展開
 \delta J(x)=T(x)a(\varepsilon)+o(a(\varepsilon)) (21)
に現れる  T(x) をトポロジー導関数という。ここに、  a(\varepsilon) は  \varepsilon>0 における単調増加関数である。なお、  a(\varepsilon)
は微小円形領域の境界  S_{\underline{\tau}}  :=\partial\Omega , に課される境界条件毎に異なることに注意する。
本稿で取り扱う音場弾性場連成問題においては、流体領域  \Omega_{F} に微小な弾性体領域が発生する場合及び弾性
体領域  \Omega_{S} に微小な流体領域が発生する場合の二種類のトポロジー導関数を求める必要がある。ここでは、前
者の導出について述べ、後者は結果のみを示す。
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微小流体領域  \Omega_{\varepsilon} が  \Omega_{S} に発生することによって、
 parrow p+\delta p,  qarrow q+\delta q in  \Omega_{F}\backslash \overline{\Omega_{C\llcorner}}
 u_{i}arrow u_{i}+\delta u_{i},  t_{i}arrow-\iota_{i}+\delta t_{i},  \sigma_{ij}arrow\sigma_{ij}+\delta\sigma_{ij} in  \Omega_{S}
 u_{i}arrow u\^{u} i,  t_{i}arrow\hat{t}_{?}  \sigma_{ij}arrow\hat{\sigma}_{ij} in  \Omega_{\in}
のように状態変数が変化したとする。このとき、微小円  \Omega , 発生によるの目的汎関数の変分  \delta J は、
 \delta J=\delta J_{S}+\delta J_{S-} (22)
と書ける。ここに、  \delta J_{S} 、  \delta J_{S}、の定義は以下のようである。
  \delta J_{S}=\Re[\sum_{]}^{\Lambda 1}\frac{\partial f(x_{m}^{obs})}
{\partial_{P}}\delta p(x_{m}^{obs})+\int_{S}(\frac{\partial g}{\partial p}\delta
p+\frac{\partial g}{\partial q}\delta q)dS] (23)
  \delta J_{S}=\int_{S_{\epsilon}}g(p, q)dS.+\Re[\int_{S_{\varepsilon}}
(\frac{\partial g}{\partial p}\delta p+\frac{\partial g}{\partial q}\delta q)dS] (24)
以降、  \delta J_{S} 及び  \delta J_{S}、の  \varepsilonarrow 0 における挙動を調べる。なお、前者の評価には随伴変数法を用い、後者は漸近
展開を直接計算する。
 \delta J_{S} の評価に随伴変数法を用いるため、随伴問題を次式 (25)  -(29) で定義する。
  \overline{p}_{jj}(x)+k_{F}^{2}\overline{p}(x)+\sum_{?\mathfrak{n}=]}^{\Lambda 
J}\frac{\partial f(p(x_{WL}^{obs}))}{\partial p}\delta(x-x_{m}^{obs})=0 
x\in\Omega_{P} (25)
 \overline{\sigma}_{ji} , j(x)+\rho_{S}\omega^{2}\~{u}_{i}(x)=0 x\in\Omega_{S} (26)
  \overline{p}(x)n_{i}(x)=-\overline{t}_{i}(x)+\frac{\partial g(x)}{\partial q}
n_{i}(x) x\in S (27)
  \overline{q}(x) :=\frac{\partial\overline{u}(x)}{\partial n}=\rho_{\Gamma}
\omega^{2}\~{u}_{i}(x)n_{i}(x)-\frac{\partial g(x)}{\partial p} x\in S (28)
Radiation condition for  \overline{p}(x) as  |x|arrow\infty (29)
 \Omega_{S} における  \delta u と私  \Omega_{F} における  p と  \delta p 、  \Omega , における  p と  \overline{p} 及び  \nabla\overline{p} と ûの間に各々なりたつ恒等式 (相
反定理) を用い (23) を変形すると次式を得る。
  \delta J_{S}=\Re[-\int_{S_{\Gamma}}(\rho_{F}\omega^{2}\hat{u}_{i}n_{i}
\overline{p}+\overline{p}_{i}\hat{t}_{i})dS] (30)
さらに、窃、  \hat{t}_{i} の  \varepsilonarrow 0 における漸近展開を (30) に代入し、線積分を実行すると次を得る。
  \delta J_{S}=\Re[\frac{2(\rho_{S}-\rho_{F})}{\rho_{S}+\rho_{F}}p_{i}(x^{0})
\overline{p}_{:^{i}}(x^{0})+(\frac{\rho_{F}\omega^{2}}{\lambda+\mu}-k_{\Gamma}
^{2})p(x^{0})\overline{p}(x^{0})]\pi\in^{2}+\mathcal{O}(\varepsilon^{\ni}) (31)
ここに、  x^{0} は  \Omega_{\varepsilon} の中心である。
次に、  \delta J_{S}、の  \varepsilonarrow 0 における漸近展開を計算する。  g(p_{\dot{0}}q) として  S を横切る音エネルギーフラックスの法
線方向成分の時間一周期平均を考える。
 g(p,  q)=\frac{1}{2\rho_{F}\omega}\Im[\overline{p}q] (32)
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 p_{\ovalbox{\tt\small REJECT}}q の  \inarrow 0 における漸近展開を (24) に代入し、  k_{\Gamma} は実数であることに注意すると次のようになる。
  \delta J_{S_{c}}=\frac{\omega|p(x^{0})|^{2}}{2}\Im[\frac{1}{\lambda+\mu}]
\pi\in^{2}+\mathcal{O}(6^{3}) (33)
以  \vdash.より、定義 (21) において、単調増加関数  a(\varepsilon) として微小円の面積  \pi\varepsilon^{2} を選択すると、境界  b_{-}における




(34) の右辺第一項は微小円  \Omega , の湧き出しに伴って変化する   S\vdash.におけるエネルギー吸収を表し、第二項は
 \Omega , におけるエネルギー吸収を表す。前述のとおり、  e^{-i\omega i} の時間挙動を仮定する場合には粘弾性体の  La-\ln é
定数  \lambda 、  \mu の虚部は負である。したがって,(34) より  \Omega , によるエネルギ吸収は常に正であることが分かる。
また、  \Omega . に粘性がないときに  \lambda 、  \mu\in \mathbb{R} であるから、材料が完全弾性体の場合エネルギー吸収が生じないこ
とを意味する。
なお,式 (34) において  \lambdaarrow\infty 、  \muarrow\infty 、  \rho_{F}/\rho_{S}arrow 0 の極限を取ると、  \Omega-s を剛体として導出した場合のト




弾性休領域  \Omega_{S} に微小半径  \varepsilon の円形流体  \Omega , が発生した場合のトポロジー導関数  T_{S} も同様の手順で求める
ことができ、以下のようになる。
 T s(x)=\Re[\rho_{F}\omega^{2}((\rho_{F}-\rho s)\omega^{2}u_{i}(x)\overline{u}
_{i}(x)+(A-B)\sigma_{ii}(x)\overline{\sigma}_{jj}(x)+\frac{\lambda+2\mu}
{\mu(\lambda+\mu)}\sigma_{ij}(x)\overline{\sigma}匂  (x))] (36)
ここに  A,  B は以下で定義される係数である.
孟  =- \frac{(\lambda+2\mu)(\mu+2\Lambda_{\Gamma})}{4\mu(\mu+\Lambda_{F})(\lambda+
\mu)},   B=\frac{A_{F}(\lambda+2\mu)}{4(\mu+A_{F})(\lambda+\mu)^{2}} (37)
3.3 レベルセット法に基づく トポロジー最適化
本研究では、式(38) で定義されるレベルセット関数  \phi(x) を用いて領域および境界を表現するレベルセット
法を用いる。これにより、目的汎関数  J を最小化する  \Omega_{\Gamma} 、  \Omega_{S} の分布を求める問題はレベルセット関数の分
布を求める問題に帰着する。
 \{\begin{array}{l}




最適化の過程におけるレベルセッ ト関数の更新には、仮想時刻  t を導入し、以下の反応拡散方程式 (39) を
用いる。
  \frac{\partial\phi(x)}{\partial t}=kT(x)+\tau\nabla^{2}\phi(x)  in  D (39)
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式 (39) 中の  T(x) は前述のトポロジー導関数から計算され、次式で与えられる。
 T(x)=\{\begin{array}{ll}
T_{F}(x)   x\in\Omega_{F}
-T_{S}(x)   x\in\Omega_{S}
\end{array} (40)
また、  \tau は形状の複雑さを規定する係数であり、  \tau の値が大きいほど  x におけるレベルセット関数の曲率に対
するペナルティが大きくなり、よりなめらかな境界を持つ連続的な構造が得られるようになる [17]. 本研究で
は無限領域で定義される問題を扱うため、固定設計領域の境界  \partial D に以下の Dirichlet 境界条件を課す。
 \phi=1 011\partial D (41)
これにより、設計領域境界は常に流体領域  \Omega_{I\wedge^{\urcorner}} となる。また、初期条件としては、初期形状に対応したレベ
ルセット関数を適当に与える。初期値境界値問題 (39) 、(41) は有限の大きさの領域  D において定義されるた
め、有限要素法を用いて解く。一方で、(39) の右辺に現れるトポロジー導関数の計算は前述のとおり境界要素
法を用いて計算する。順問題 (1)  -(5) . 随伴問題 (25)  -(29) の形から明らかなように各々に対応する代数方程式
の計数行列は等しいため、前節に示した  \mathcal{H} 行列法に基づく高速直接境界要素法が有効である。
4 数値計算例
本節では吸音材のトポロジー最適化を行った例を示す。母材 (水) 中を伝播する音波を、設計領域  D=
 [0,60]\otimes [  0 , 6Û] 内に吸音材 (シリコンゴム) により吸収することを考える。シリコンゴムの材料定数は水のそ
れで正規化し、  \rho_{S}=0.97 、  E=0.018-0.0018i_{\ovalbox{\tt\small REJECT}}\nu=0.49 とした。入射波は角周波数  \omega=0.2 の点源波と
し、点源は  (-10.5_{\dot{\ovalbox{\tt\small REJECT}}}30.0) に配置した。初期形状として  \Omega_{S}=\emptyset を選び、トポロジー最適化を実行した際の目
的関数 (シリコンゴム  \Omega_{S} が吸収する音エネルギーフラックスの時間一周期平均) の履歴を図1に、特徴的な
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